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Estudiamos algunos resultados sobre rama-coloracio´n de grafos y
su relacio´n con el teorema del mapa de cuatro colores. A tal fin, se
introduce la nocio´n de “coloracio´n” de una conjunto de ramas y se
estudian sus propiedades relacionadas con el a´lgebra de Boole.
1 Grafos Planos: Fo´rmula de Euler y aplica-
ciones
La conocida fo´rmula de Euler afirma que, en un grafo plano con n := |V |
ve´rtices, m := |E| ramas y r := |R| regiones, se cumple r + n = m + 2.
El nu´mero r de regiones tambie´n puede interpretarse como la cardinalidad
del conjunto V ∗ de ve´rtices del grafo dual G∗. Esta interpretacio´n da a la
fo´rmula un aspecto ma´s sime´trico:
(|V ∗| − 1) + (|V | − 1) = E,
y permite adema´s demostrarla sin tener que usar induccio´n, identificando
los dos pare´ntesis anteriores como el nu´mero de ramas de dos a´rboles ge-
neradores, pertenecientes a G∗ y G, respectivamente (ver [1, 2]). En este
primer tema repasaremos algunas de las consecuencias ma´s interesantes de
dicha fo´rmula. Por ejemplo, veremos que en un grafo plano el nu´mero de
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ramas satisface m ≤ 3n−6 y, si no contiene tria´ngulos, m ≤ 2n−4. A partir
de estos resultados se demuestra que los grafos completo K5 y bipartito
completo K3,3 no son planos; o que todo grafo plano contiene un vrtice u
de grado δ(u) ≤ 5. A partir de este hecho se prueba el “Teorema de los
Cinco Colores”: Las regiones de todo mapa plano pueden colorearse con cinco
colores de manera que regiones adjaccentes, es decir con frontera comu´n,
tengan distinto color.
2 Rama-coloracio´n de grafos: Coloraciones y
el Teorema de los Cuatro Colores
En este tema vamos a considerar el caso de la rama-coloracio´n de grafos
cu´bicos o 3-regulares (tambie´n llamada Tait-coloracio´n, y en la que se co-
lorean las ramas usando 3 colores y se exige que las ramas incidentes a un
mismo ve´rtice tengan distinto color). Veremos que este problema esta´ ligado
estrechamente con el Teorema de los Cuatro Colores (‘T4C’).
Para ello se introduce una generalizacio´n natural del concepto de “color”,
que describe de forma muy simple la coloracio´n (“0” o´ “1”) de cualquier
conjunto de (semi)ramas o, de forma ma´s abstracta, de cualquier familia F
de colores elegidos entre tres distintos, digamos C = {1, 2, 3}. De forma ma´s
precisa, supongamos que F esta´ constituida por mi colores i ∈ C. Entonces
decimos que F tiene Boole-coloracio´n 0, y lo denotamos por Ψ(F) = 0,
cuando
m1 ≡ m2 ≡ m3 ≡ m (mod 2).
Por otra parte, decimos que F tiene Boole-coloracio´n 1 (o, ma´s espec´ıficamente,
1a), y lo denotamos por Ψ(F) = 1(1a), cuando
ma + 1 ≡ mb ≡ mb ≡ m+ 1 (mod 2),
donde las letras a, b, c denotan los colores 1, 2, 3 en cualquier orden. Para
ma´s detalles, ver [3, 5].
3 Snarks y Algebra de Boole
Es este u´ltimo tema trataremos el problema de la construccio´n y caracteri-
zacio´n de “snarks”; e´sto es, grafos cu´bicos no Tait-coloreables (tambie´n lla-
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mados “de clase dos”). Veremos que las coloraciones 0 y 1 estudiadas ante-
riormente permiten aplicar la teor´ıa del a´lgebra de Boole (usada comu´nmente
para el estudio de circuitos lo´gicos) para hallar familias infinitas de snarks
que incluyen muchas de las construcciones obtenidas mediante otros me´todos
[6]. Los detalles sobre esta te´cnica pueden encontrase en [4].
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